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S�éance T. D. n◦1 : échau�ement et rappels

Inégalités

Exercice 1 [Peut-on faire le produit de deux inégalités ?]. On suppose

que a et b sont deux nombres réels véri�ant les inégalités suivantes : 1 ≤ a ≤ 4,
et −3 ≤ b ≤ −1. Quelles sont les inégalités véri�ées par le produit ab ? Choisir la

bonne réponse :

(a) −4 ≤ ab ≤ −3,

(b) −12 ≤ ab ≤ −1,

(c) −3 ≤ ab ≤ −4,

(d) aucune de ces inégalités n'est correcte.

Exercice 2 [Peut-on faire le quotient de deux inégalité ?]. Soient a et b
deux nombres réels, a étant non nul. Supposons que −2 ≤ a ≤ −1 et −6 ≤ b ≤ −4.
Quelles sont les inégalités véri�ées par le quotient b/a ? Choisir la bonne réponse :

(a) 3 ≤ b/a ≤ 4,

(b) 2 ≤ b/a ≤ 3,

(c) 2 ≤ b/a ≤ 6,

(d) aucune des ces inégalités n'est correcte.

On suppose maintenant que −0, 5 ≤ a ≤ 1 et −10 ≤ b ≤ −7. Quelles sont les

inégalités véri�ées par le quotient b/a ? Choisir la bonne réponse :

(a) 14 ≤ b/a ≤ 20,

(b) −7 ≤ b/a ≤ 20,

(c) −10 ≤ b/a ≤ 14,

(d) aucune des ces inégalités n'est correcte.
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Exponentielle, logarithme, et puissances

Exercice 3 [Rappels indispensables]. Parmi les égalités ci-dessous, lesquelles

sont vraies ?

Pour tout a, b ∈ R

(a) eab = ea eb

(b) eab = (ea)b,

(c) eab = (eb)a,

(d) eab = ea
b
.

Pour tout x, y ∈ R, x et y strictement positifs

(a) ln(xy) = (lnx)(ln y),

(b) ln(xy) = lnx+ ln y,

(c) ln(x+ y) = lnx+ ln y,

(d) ln(x+ y) = ln(x) ln(y).

Pour tout x, y, a, b ∈ R, x, y strictement positifs

(a) xa+b = xa + xb,

(b) xa+b = xaxb,

(c) xa + ya = (x+ y)a,

(d) xab = (xa)b.

Exercice 4 [Résolution d'équation]. Résoudre les équations suivantes :

1. Trouver l'ensemble des nombres réels x tels que exp(2 lnx) = 9 ;

2. Trouver l'ensemble des nombres réels y tels que ln(y+6)−ln(y+2)+ln(y+3) =
0.

Exercice 5 [Problème facultatif ]. Le radium se désintègre au cours du temps

en obéissant à la loi suivante : M(t) = M0e
−0,000436 t où M(t) est la masse présente

au temps t exprimé ici en années. Au départ de t = 0, combien de temps faut-il

attendre pour que la masse présente se soit réduite de moitié ? Et au départ de

t = 10 ? Quel phénomène remarquable venez-vous de mettre en évidence ?
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S�éance T. D. n◦3 : domaines de dé�nition et limites (exercices
d'entrainement)

Exercice 1 [Domaine de dé�nition]. Donner les domaines de dé�nition des

fonctions qui suivent :

(a) a(x) = ln(x+1
x−1) ;

(b) b(x) = 4e5x + 2e3x − 2ex ;

(c) c(x) = sin(cos(x)) + tan(ex) ;

(d) d(x) = |x2+5x
ln(x) | ;

(e) e(x) = 1
x2+1

;

(f) f(x) = 1
x−8 ;

(g) g(x) =
√
1− x2 ;

(h) h(x) =
√
x2 + 2x− 3 ;

(i) i(x) = 1
ln(x) ;

(j) j(x) =
√

ln(x2 + 4) ;

(k) k(x) =
√
ex − x.

Exercice 2 [Limites]. Calculer les limites suivantes :

lim
x→+∞

ln(x4)

x3
, lim

x→+∞
(x2 − lnx), lim

x→0+
x4 lnx, lim

x→+∞

ex+3

x3
, lim

x→0

1

x2
e−

1
x2 , lim

x→0
x2 sin

(
1

x

)
lim

x→+∞
(x2 − x+ cos(1/x)), lim

x→−∞
(x2 − x+ cos(1/x)), lim

x→0+
exp[sin(1/ ln(x))], lim

x→1

x2 − 1

x− 1
.
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Feuille T. D. n◦4 : Fonctions, continuité et modélisation

Application directe

Exercice 1 [Dichotomie]. Montrer que l'équation x3 − x − 1 = 1 a au moins

une solution entre 0 et 2. Pouvez-vous en situer une par rapport à 1 ? Essayez d'être

encore plus précis.

Modéliser

Exercice 2 [Optimiser un trajet]. Une loutre entend les cris de détresse de

son petit, resté dans le terrier de l'autre côté de la rivière, en amont (voir �gure

ci-dessous ; la loutre se trouve initialement au point L et le petit au point P ) :

elle doit rejoindre son petit le plus rapidement possible. Elle se déplace à la vitesse

v1 = 3 m · s−1 sur la berge et v2 = 2 m · s−1 dans l'eau (le courant est très faible et on

suppose son e�et négligeable). Par ailleurs, la rivière est large de 60 m et le terrier

est placé à 150 m en amont de l'endroit où se trouve la loutre lorsqu'elle entend les

cris.

a) Exprimez le temps (en secondes) que met la loutre pour rejoindre son petit

comme une fonction T d'une variable rélle x.

b) Précisez un domaine de dé�nition pour T qui exprime correctement les con-

traintes du problème de départ.

c) Démontrez que le problème de la loutre (rejoindre son petit le plus rapidement

possible) admet une solution optimale.
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Exercice 3 [Minimiser une aire à volume constant]. Les échanges entre une

cellule et son environnement s'e�ectuent via sa membrane et sont proportionnels à

l'aire de celle-ci. On considère une cellule cylindrique de base un disque de rayon r
et de hauteur h.

a) Quel est le volume V de la cellule, exprimé en fonction de r et h ? Quelle est

l'aire A de sa membrane ?

b) On suppose désormais que le volume de cette cellule est égal à 1 mm3.

c) Exprimer l'aire A comme fonction du rayon r.

d) Calculer limr→0+ A(r) et limr→+∞A(r).

e) Montrer qu'il existe (au moins) une valeur du rayon pour laquelle l'aire de

la membrane (et donc les échanges de la cellule avec son environnement) est

minimale.
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Feuille T. D. n◦5 : Dérivée, tableau de variation, recherche d'extrema

Appliquer le cours

Exercice 1 [Calculer des dérivés]. Donner les domaines de dé�nition et de

dérivabilité des fonctions suivantes, puis calculer leur dérivée :

x 7−→ 7x4 − 12x3 + x ; x 7−→
√
x2 + 1 ; x 7−→ 3x − 2x ; x 7−→ ln(x3 − 2)

x 7−→ sin(2x) cos(7x) ; x 7−→ 1

(2x+ 1)4

Comprendre

Exercice 2 [Lecture de graphe]. On considère une fonction dont le graphe est

Sans calcul, indiquer les intervalles sur lesquels la fonction est continue, puis dériv-

able. Essayer ensuite de décrire (par des formules) la fonction dont c'est le graphe.

Établir un tableau de variation et résoudre un problème
d'optimisation

Exercice 3 [Le retour de la loutre]. Cet exercice prolonge l'exercice 2 de la

feuille numéro 4.

a) Dressez le tableau des variations de la fonction T .

b) Trouvez une solution au problème de la loutre (rejoindre son petit le plus

rapidement possible). Est-ce la seule ?
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Exercice 4 [Minimiser une aire à volume constant (suite)]. Cet exercice

prolonge l'exercice 3 de la feuille numéro 4.

a) Déterminer pour quelle(s) valeur(s) du rayon l'aire de la membrane est mini-

male.

b) Déterminer la hauteur correspondante.
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Feuille T. D. n◦6 : Bilan sur les fonctions

Comprendre

Exercice 1 [Lecture de graphes]. Laquelle de ces a�rmations est vraie ?

A : (d) est la dérivée de (a), (e) est la dérivée de (b) et (f) est la dérivée de (c).

B : (e) est la dérivée de (a), (d) est la dérivée de (b) et (f) est la dérivée de (c).

C : (f) est la dérivée de (a), (d) est la dérivée de (b) et (e) est la dérivée de (c).

D : (f) est la dérivée de (a), (e) est la dérivée de (b) et (d) est la dérivée de (c).

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)
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Résoudre des problèmes

Exercice 2 [Étude de fonction]. On étudie la fonction f dé�nie sur R par

f(x) = (1 + x) e−x.
1. Montrer que f est deux fois dérivable sur R et calculer f ′(x) et f ′′(x).

2. Etudier le sens de variation et la convexité de f . Calculer f(1) et les limites

de f en +∞ et en −∞, puis tracer le graphe de f .

3. Justi�er que l'équation f(x) = −1 admet une solution x0 ∈ R ; est-elle unique

? Donner une valeur approchée de x0 à 10−1 près (préciser la méthode).

4. Prouver que f réalise une bijection de R+ sur ]0, 1]. Quel est l'ensemble de

dé�nition de la fonction réciproque que l'on peut alors dé�nir ? On note désor-

mais f−1 cette fonction réciproque ; tracer le graphe de f−1 sur la même �gure.

5. Prouver que f−1 est dérivable au point y = 2
e et calculer (f−1)′

(
2
e

)
.

Exercice 3 [Distances d'équilibre]. La distance r qui sépare deux molécules

résulte d'un équilibre entre une force attractive en 1
r7

et une force répulsive en 1
r13

.

Le potentiel correspondant, appelé �potentiel de Jones�, est donné par la fonction

V : R∗+ −→ R, r 7−→ V (r) =

(
4

r

)12

−
(
4

r

)6

.

Les distances où V est minimum s'appellent �distances d'équilibre�.
a) Calculer limr→0 V (r) et limr→+∞ V (r).

b) Justi�er que la fonction V est dérivable sur R∗+ et trouver les points d'annulation

de sa dérivée.

c) Déterminer les distances d'équilibre. Représenter rapidement le graphe de V .

Modéliser

Exercice 4 [Un problème de taille]. Lorsqu'on veut équarrir (c'est-à-dire

tailler) un tronc d'arbre de manière à obtenir la poutre la plus résistante possible, on

se garde bien de lui donner une section carrée, mais une section qui soit plus haute

que large. En mécanique, on montre que la résistance de la poutre est proportionnelle

au produit de l'aire de la section par sa hauteur. Trouver les dimensions de la section

de la poutre la plus résistante que l'on puisse fabriquer avec un tronc de diamètre D
(on supposera que le tronc est cylindrique ; la section est donc un rectangle dont les

diagonales sont de mesure D).

Indication: On notera h la hauteur de

la poutre et ` sa largeur (ce sont respec-

tivement la longueur et la largeur de la

section rectangulaire, voir �gure). On

pourra déterminer la relation qui lie h, `
et D , et exprimer ensuite la résistance

de la poutre en fonction de ` (et de la

constante D), pour �nalement chercher le

maximum de la fonction obtenue, en jus-

ti�ant soigneusement la méthode utilisée.
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