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1 Introduction

La connaissance des polytopes réguliers de dimension 2 et 3 remonte a des
siecles. C’est aux mathématiciens grecs de 1’Antiquité, notamment Euclide,
qu’on en doit le plus ancien traitement mathématique connu. Ses travaux ont
notamment permis d’identifier les cinq solides platoniciens que voici :

tetraédre hexaédre octaédre dodécaeédre icosaédre
ou ‘ube I I

4 faces 6 faces 8 faces 12 faces 20 faces

De nombreux siecles apres lui, la définition des polytopes réguliers restait
inchangée. Pourtant, cette définition sera ensuite progressivement élargie, de
facon a englober de plus en plus d’objets nouveaux. Certains considerent les
polytopes comme les objets géométriques les plus importants et pensent que la
plupart de la géométrie euclidienne est essentiellement réduite a la théorie des
polytopes convexes. A Theure actuelle, I’étude des polytopes a de nombreuses
applications, notamment en infographie ou en programmation linéaire.

Le but de notre TER est 1’étude de certains résultats sur les points entiers
d’un polytope convexe. Nous commencerons d’abord par montrer qu'un poly-
tope n’a qu’un nombre fini de points entiers. Puis nous verrons des méthodes
pour estimer le nombre de points entiers, d’une part a ’aide du volume et d’autre
part & partir du nombre de points entiers intérieurs. Enfin, nous étudierons le
cas particulier des polytopes de Fano et certaines de leurs propriétés.

Ce mémoire est basé sur l'article de Debarre [De] qui présentait bien les
différentes notions que nous allons aborder.



2 Premieres définitions et finitude du nombre
de points entiers

Nous allons introduire les principaux objets mathématiques que nous allons
étudier tout au long de notre mémoire. Dans un premier temps, définissons
rigoureusement ce qu’est un polytope, ainsi que ses principales subdivisions :

Définition 1 : L’enveloppe convexe d’'un sous-ensemble ¥ de R", n € N*
est 'intersection des sous-ensembles convexes de R™ qui contiennent X : c’est le
plus petit sous-ensemble convexe de R™ qui contient ¥. C’est aussi ’ensemble
des barycentres a coefficients positifs de points de 3.

Définition 2 : Un polytope est I'enveloppe convexe d’un sous-ensemble fini
de D’espace euclidien R™. Sa dimension est par définition celle de ’espace affine
qu’il engendre.

Remarque : C’est donc un compact : en effet, il est borné car contenu dans
une boule de centre un des points de ¥ et de rayon diam(X). De plus, il est
fermé par la définition d’une enveloppe convexe et comme R™ est un espace
vectoriel de dimension finie, les compacts de R™ sont les fermés bornés.

Définition 3 : On appelle intérieur relatif d’un polytope P son intérieur
dans D’espace affine qu’il engendre. On le note P'.

Un point de P est un sommet s’il n’est intérieur a aucun segment entierement
contenu dans P.

Définition 4 : On appelle face d’un polytope P tout sous-ensemble de P défini
comme PN H , ou H est un hyperplan affine tel que P soit entierement contenu
dans un des deux demi-espaces fermés que H définit.

Remarque : Si on regarde un polytope P de dimension n dans R™t!, il est
facile de trouver un hyperplan qui n’intersecte pas P. De méme, P sera totale-
ment contenu dans un hyperplan de dimension n. On peut donc considérer que
@ et P lui méme sont des faces de P. Ces deux faces sont dites impropres, les
autres sont dites propres.

Définition 5 : Une facette de P est une face de P de dimension dim(P) — 1.
Enfin, un polytope est réunion disjointe des intérieurs relatifs de ses faces.
Exemples :

e Les faces de dimension 0 sont des sommets

e Les faces de dimension 1 sont des arétes

Nous allons maintenant énoncer deux résultats qui seront tres utiles pour car-
actériser les polytopes dans les démonstrations a venir :



Théoréme de Carathéodory : Soit ¥ un sous-ensemble de R", n € N*.
Tout point de ’enveloppe convexe Conv(X) est barycentre, avec des coeffi-
cients strictement positifs, d’un sous ensemble de ¥ formé de points affinement
indépendants.

Démonstration : Admise. C’est un résultat classique sur la convexité qui
nous sert uniquement dans certaines démonstrations. Pour plus d’informations
voir [Fr].

Proposition 1 : Les sommets d'un polytope P sont en nombre fini et leur
enveloppe convexe est P.

Démonstration : Soit ¥ un ensemble fini de cardinal minimal dont P est
I’enveloppe convexe. Nous allons montrer que ¥ est exactement I’ensemble des
sommets de P.

Soit s un sommet de P. Le théoréme de Carathéodory donne qu’il existe m € N*,
51, ..., 5m des points affinement indépendants de ¥ et Ay, ..., A\p, € R vérifiant
S A =1tels que s =Y A

Procédons par I’absurde en supposant m > 1, si on pose y1 = (1 — Az — ... —
Am)S1+A383+ o+ Amsm et 2 = (1= A3 — .. — A\ )S2 + A383 + ... + A\ Sy alors
le point s est dans intérieur du segment joignant v, et 2. En effet, ces deux
points sont dans Conv(X) car se sont des barycentres & coefficients positifs de
points de X, donc le segment [y172] est entierement contenu dans P. On observe
alors que si on pose t = 175‘% alors s = ty1 + (1 — t)y2 , ce qui définit bien
un point du segment [y;7y2]. Mais alors s n’est plus un sommet de P.
CONTRADICTION = m =1, c’est-a-dire s € X..

Soit maintenant s € ¥. Considérons Conv(X\{s}) C P, que l'on note Q. La
minimalité de 3 donne que @ # P. Notons z le point de Q le plus proche de s,
x # s et H P'hyperplan affine passant par x et orthogonal au segment [zs]. Son
équation est ¢(y) = (y-z, s-x) = 0, et ¢ est une fonction affine négative sur Q.
De plus Vs’ € P\Q : ¢(s) — ¢(s') = (s-x, s-x) — (s'-x, s-x) = (s-¢', s-x) > 0 car
s’ € P\Q d’ou ¢(s) — ¢(s') =0 < s = s'. Ainsi, s est le seul point de P ou ¢
atteint son maximum, et donc s est un sommet de P.



Figure 1: Exemple de la construction de H, ) et z en dimension 2
|

Remarque : Cette proposition nous permet de déduire que P n’a qu’un nom-
bre fini de faces.

Enfin, on va expliciter la notion de simplexe et donner une relation entre un
polytope quelconque et les simplexes, puis finir cette section par une formule
donnant le volume d’un polytope a partir de ses sommets :

Définition 6 : On appelle r-simplexe I’enveloppe convexe de r 4+ 1 points
affinement indépendants dans R™,n € N*. Les r-simplexes sont donc exacte-
ment les polytopes de dimension r avec r + 1 sommets.

Définition 7 : On appelle r-simplexe ouvert 'intérieur relatif d’un r-simplexe.
En particulier, un point est un 0-simplexe et un 0-simplexe ouvert.

Proposition 2 : Tout polytope P est réunion disjointe de simplexes ouverts
dont les sommets sont des sommets de P.

Démonstration : On va raisonner par récurrence sur la dimension de P. Soit
s un sommet de P, soient F7,..., F,. les faces propres de P ne contenant pas
s et soient FY, ..., F! leurs intérieurs relatifs. Les ensembles {s}, (Conv({s} U
)Y, ..., (Conv({s} UFE,)), Fi,..,F. forment une partition de P. Comme Vi €
{1,...,;r} dim(F;) < dim(P), on a donc par hypothese de récurrence que chaque
F; se décompose en réunion disjointe de simplexes ouverts dont les sommets
sont des sommets de F;, et donc de P.

De plus, si on exclut les simplexes contenus dans F; — F/, on obtient une
décomposition de chaque F en réunion disjointe de simplexes ouverts, qui induit
une telle décomposition de (Conv({s} U F;))’ Vi € {1,...,r}, et donc de P, ce
qui termine la preuve.



Conv ({s} U {r})'

Conv( {s} U {u})'

Conv({s} U [ru])'

[ru]
Conv({s} U {t})'

.

Conv({s} U [ut])'

u’ [ut] Mt
Figure 2: Illustration de la situation pour un carré

Exemple : Dans le plan, un carré est 'union de deux triangles (des 2-simplexes)
et leur intersection est la diagonale du carré (un 1-simplexe).

On rappelle que le volume euclidien de 'enveloppe convexe de points sg, ..., S,
de R™ est :

1 —
E|det($o—$1>,---,305n)| (1)



3 Estimation du nombre de points entiers a par-
tir du volume

Définition 8 : On appelle point entier dans R™ un point dont toutes les
coordonnées sont entieres, c’est-a-dire un point de Z"™. On appelle polytope
entier un polytope dont tous les sommets sont des points entiers.

Définition 9 : On rappelle qu'une famille (x1, ..., 2, ) de n vecteurs de Z" est
une base si Vy € Z" (1, ..., ) € Z™ tels que y = > 0" | pi;.

Proposition 3 : Soient (x1,...,x,) des vecteurs de Z" qui forment une base de
R™. On a alors équivalence entre :
(i) la famille (z1, ..., x,) est une base de Z"
(ii) det(xy, ..., x,) = £1 dans la base canonique de R"

On a aussi vol(Conv(0, z1, ..., z,)) = 1
(iii) le parallélépipede de sommets 0 et de cdtés xq,...,x, ne contient aucun
point entier autre que les 2" points €1x1 + ... + €,2, avec ¢; € {0,1}

Démonstration : Soit A la matrice carrée entiere dont les colonnes sont les
coordonnées des vecteurs (z1,...,2,) dans la base canonique et soit B son in-
verse, c¢’est-a-dire la matrice dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs
de la base canonique dans la base (x1, ..., z,) de lespace vectoriel R™.

(i) = (ii) : Supposons (i). Alors la matrice B est & coefficients entiers et
AB = I, & det(AB) = det(I,) < det(A)det(B) = 1 < det(A) = 1 (car les
seuls éléments inversibles dans I’anneau Z sont +1).

(ii) = (i) : Supposons det(A) = £1, alors B = A~ = ﬁm)com(A)T, ol
com(A)T désigne la transposée de la comatrice de A. On a donc B € M, (Z)
puisque A € M, (Z) et det(A) = £1. On en déduit (i).

(iii) = (i) : Supposons (iii). Comme (z1,...,x,) est une base de R", tout
vecteur de Z™ peut s’écrire Y., \;x;, avec \; € R. On note [\;] la partie entiere
inférieure de A;. On remarque que le point Y ;- [A;]2; est aussi un point de Z",
d’ott le fait que le point v = Y"1 | (A\; — [\;])z; soit aussi un point de Z™ (comme
différence de points entiers). De plus, Vi € {1,...,n} : 0 < \; — [A\] < 1, d’ou
le fait que v est dans le parallélépipede de sommet O construit sur les vecteurs
(21,..., &), et donc par (iii), \; — [A;] =0 Vi € {1,...,n}. Donc (i) est vérifié.

(i) = (iii) : Supposons (i), alors tout point entier dans le parallélépipede de
sommet 0 et de cotés (z1,...,x,) est combinaison lineaire de ceux-ci & coeffi-

cients entiers, qui valent donc nécessairement 0 ou 1. On a donc (iii).

On a donc bien (i) < (ii) et (i) <= (iii), ce qui conclut la preuve.



Remarque :  Lorsque l'on étudie les polytopes entiers, il faut tenir compte
des transformations de l'espace euclidien R™ préservant le réseau Z" (et donc
les notions de point entier et de polytope entier) : ces transformations sont les
translations par un vecteur entier et les transformations linéaires = — Az, ou A
est une matrice de GL,,(Z), c’est-a-dire, par la proposition précédente, une ma-
trice n xn a coefficients entiers et de déterminant +1. Une telle transformation
préserve donc aussi le volume euclidien. Deux polytopes qui different par une
telle transformation seront dits équivalents.

Exemple : Meéme si les deux polytopes ci-dessous semblent tres différents ils

sont équivalents. En effet, ils sont tous les deux d’aire 4.5 et contiennent chacun
10 points entiers dont 1 seul intérieur.

A(C)
11
A= (2 3

A(D)
A_>
c /’-

B D A(B)
0 0

Figure 3: Deux polytopes équivalents en dimension 2

Les résultats enoncés jusqu’a présent vont maintenant nous servir a démontrer
la majoration suivante, qui est un point clé de cette partie du mémoire.

Théoréme de Blichfeldt ([De],Thm 1) : Soit K un compact convexe de
I’espace euclidien R™ tel que K N Z" ne soit pas contenu dans un hyperplan.
Alors on a :

card(KNZ") < n+ nlvol(K)

Démonstration : On commence par remarquer que K et I'enveloppe convexe
de ses points entiers (que 'on note P) ont le méme nombre de points entiers,
on va donc montrer le résultat pour P.

P est donc un polytope entier de dimension n (car K n’est pas contenu dans
un hyperplan), d’ou card(P NZ™) > n+ 1. On va procéder par récurrence sur
card(PNZ").

Supposons que card(PNZ™) =n+ 1. P est alors un simplexe entier, donc son
volume est au moins égal a % par la formule (1) et 'inégalité voulue est vérifiée.



Maintenant, supposons que P ne soit pas un simplexe, c’est-a-dire que P a au
moins n + 2 sommets. Alors, il existe un sommet s de P tel que I’enveloppe
convexe des sommets de P autre que s soit de dimension n (toujours car P
n’est pas contenu dans un hyperplan). On note @ cette enveloppe convexe, qui
est donc un polytope entier. @ est donc l'intersection de demi-espaces définis
par ses facettes, et comme s ¢ @, il existe H un hyperplan, et une facette
F =QnN H telle que s et Q soient de part et d’autre de H. On pose également
R =Conv({s} UF).

o

\ ,
e\

——
—

--.____'»' -
Figure 4: Illustration des polytopes F,Q et R en dimension 3

On a que @ et R sont tout deux de dimension n, ont tous les deux strictement
moins de points entiers que P et au moins n sommets entiers communs (ceux
de F). De plus, R est un n + 1 simplexe et si () n’est pas un simplexe, on peut
réitérer ce procédé jusqu’a n’avoir que des simplexes. On peut donc supposer
que @ est aussi un n + 1 simplexe.

Enfin, comme P = QU R, F = @ N R et que I'inégalité est vraie pour les
simplexes, on en déduit que :
card(PNZ") = card(Q NZ") + card(RNZ") — card(F NZ")
< n+nlvol(Q) +n+ nlvol(R) —n
< n+ nlvol(P)

Finalement, comme P et K ont le méme nombre de points entiers, et que
vol(P) < vol(K), on obtient bien card(K NZ") < n + nlvol(K).



4 Lien entre volume, points entiers et points en-
tiers du bord

4.1 Dimension 2 et Théoréme de Pick

Nous commencerons par nous restreindre au cas des polytopes de dimension 2,
plus simple & traiter. Il s’agit en fait des polygones. On définit P = P — P’
comme étant la frontiere de P.

Théoréme de Pick ([De], Thm 2) : Si P C R? est un polygone (convexe)
entier on a :

vol(P) = card(P NZ?%) — %card(ap nz* -1 (2)

Démonstration :

Etape 1 : Cas d’un triangle & 3 points entiers :

Nous allons commencer par traiter le cas d’'un triangle T dont les seuls points
entiers sont les sommets. On fabrique ensuite un parallélogramme par symétrie
de T par rapport au milieu d’'un de ses cotés. Les seuls points entiers de ce
parallélogramme sont donc ses 4 sommets. Ainsi, par la proposition 3 et la
formule (1), laire de T vaut 3, et la formule (2) est ainsi vérifiée (en effet
vol(P) = card(PNZ*) — Scard(0PNZ?) -1 3 =3-1x3-1).

Etape 2 : Cas d’un triangle 4 n points entiers :

On considére maintenant le cas d’un triangle entier T quelconque. On va
procéder par récurrence sur le nombre de point entier qu’il contient. C’est-
a~dire qu’on va décomposer T en réunion de triangles entiers possédant stricte-
ment moins de points entiers que T. En effet, on peut supposer que T a au
moins 4 points entiers. Soit donc € T'N Z? tel que = n’est pas un sommet de
T. En joignant x & 'un des sommets de T', on découpe T en 2 ou 3 triangles,
suivant si x est sur le bord de T" ou non.

S S

Figure 5: Illustration des deux découpages que 1’on peut obtenir



Par hypothese de récurrence, I’égalité est vraie pour ces triangles. En effet, dans
le premier cas on note T; et T» les triangles qui composent T'; et s le sommet
de T opposé a x. Nous allons illustrer chacun des termes du calcul suivant.
Chaque ligne de calcul sera suivi de son exemple illustré dans le cas du triangle
ci-apres (ou chaque point bleu est un point entier). En effet les points entiers
correspondant & chaque terme du calcul seront mis en évidence a 1’aide d’une
couleur :

Le calcul nous donne donc :

vol(T) = vol(T1) + vol(Tz)

1
= card(Ty N7Z*) + card(Ty N Z*) — i(card(BTl NZ%) + card(0Ty N Z?)) — 2

A NN

= card(T NZ?*) + card([sx] N Z*) — %(card(aT NZ?) 4 2card(]sx[NZ?) + 2) — 2

<
S ‘ S ‘ S ‘ S
= card(T NZ?) — %card(@T nz* -1

e

10



On a donc bien I’égalité dans le premier cas. Un raisonnement similaire permet
de montrer ’égalité dans le deuxiéme cas.

Etape 3 : Généralisation a tout polytope :

Finalement, le cas d’un polytope entier quelconque se démontre par une récurrence
sur son nombre de sommets. En effet, soit s un sommet d’un polytope entier
P. P g’écrit comme réunion du polytope @ = P\{s} (qui a donc un sommet de
moins que P) et du triangle de sommets s et les sommets de P qui sont voisins
de s.

n

Figure 6: Illustration du cas général

Par hypothese de récurrence, la formule est vraie pour les deux polytopes ainsi
formés, le méme raisonnement que précédemment montre que 1’égalité reste
vraie pour P.

Si les seuls points points entiers d’'un polygone entier P sont sur son bord, on
déduit de la formule de Pick 1'égalité card(PNZ?) = 2vol(P)+2, on a alors réussi
a estimer le nombre de points entiers en fonction du volume de maniére exacte.
Cependant, cette quantité n’est pas bornée comme nous le montre I’exemple de
gauche ci dessous avec le triangle Dy de coordonnées (0,0), (0,1) et (d,0).

La situation sera completement différente pour les polygones entiers ayant
au moins un point entier intérieur, ce sera ’objet de la prochaine section. En
effet, on voit avec la figure de droite ci-apres que si on prend le triangle E4 (co-
ordonnées (0,0), (0,2) et (d,1)) avec un seul point entier intérieur, on remarque
que lorsque d — oo, E,4 finira forcément par contenir un point entier intérieur
supplémentaire.

| D, D, Dg | b)

11



4.2 Généralisation a toute dimension : Théoréme d’Ehrhart

Théoréeme d’Ehrhart ([De], Thm 4): Soit P un polytope entier dans R™.

La fonction
bp = N* — N*
P70 m e cardimP N7

1. est polynomiale de degré la dimension r de P

2. son coefficient dominant est le volume r-dimensionnel de P
3. Vm e N: card(mP' NZ") = (=1)"¢p(—m).

Un polytope entier P dans R est un intervalle [p, ¢]. Il contient ¢ — p+ 1 points
entiers et
op(m) =mqg—mp+1
¢pr(m)=mg—mp—1=—dp(—m)
On a de méme ¢y, 4 (m) = mq — mp = me), 4 (1). On a la méme formule pour

un segment entier semi-ouvert dans le plan. Lorsque P est de dimension 2, on
en déduit ¢ap(m) = mpap(1) d’olt, en utilisant la formule de Pick,

¢p(m) = vol(mP)+ %card(a(mP) NZ™)+1 = m*vol(P)+ %card(@PﬂZ”) +1
op(m) = pp(m)—card(d(mP)NZL") = m%ol(P)—%card(aPﬂZ")—i—l = ¢p(—m)

De méme, on peut déduire la formule de Pick du théoreme.

Comme le théoreme d’Erhrart se divise en trois résultats différents, nous allons

faire trois démonstrations distinctes.

Nous rappelons également la relation de pascal qui va nous servir dans la

premiére démonstration : (}) = (Z:}) + (";1) pour k,n € Navec0 < k <n-—1.
Démonstration 1: Pour montrer la premiere partie du théoreme, on va traiter

le cas d'un r-simplexe entier S, et la proposition 2 donnera le résultat pour tout

polytope entier P de R™. Prenons donc S comme définit ci-dessus, de sommets

{0, 51, ..., 8n}. On remarque que ¥m € N*| il y a égalité entre ’ensemble m.S et

la réunion disjointe U;”:O Spm,; avec

Smd = {)\181+...+)\T8T|Vi e {0, ...,7"}, )\z Z 0, Z::l )\1 S m, Z::l[)‘l] = m—j}

12



1o .
29 (i) 33,0
(") (i) (i) S,
(iii) (i) S5,
L (i ’
Sl (iv) | | () S33
P e (i) _
i) N
S\1 N VA1'

Figure 7: Visualisation des S, ; dans le cas m = 3 et P un triangle

On observe que Sy, ; peut se décomposer en une réunion disjointe d’ensembles
possédant tous le méme nombre a; de points entiers que I'ensemble {11151+ ...+
prseVi € {1, .,r}, s € [0,1, 300 s < j}, et que le cardinal de cette réunion
disjointe est le nombre de solution entitre de 'équation >\, z; =m — j, cest
a dire (m7j+r71). Le nombre de points entiers de Sy, ; est donc le produit de

r—1
ces deux valeurs. Finalement, a; = a,, ¥j > r, on en déduit :
nim 'm—j—i—r—l
card(mSﬂZ)ZaJ< .1 )
7=0
r—1 . m .
- (m—j+r—1 m—j+r—1
=Xo(" I ) e (M)
7=0 j=r
r—1 . m .
- m—j+r—1 m—j+r—1
S ("7 ) e ()
7=0 7=0

La relation du triangle de Pascal permet de calculer la deuxieme somme :

B (") B0

§=0 §=0
r—1 . m—3 -

B m—j+r—1 m—j+r—1 r+1 r+1
szo(ag ar)< N >+ar;0( o >+<r_1+ .

On itere le procédé m fois pour obtenir :

=S e (") (") ()



r—1 m—j+r—1 ~ N AN
Or ijo(aj — ar)( Fal ) est une somme de polyndémes en m, ou le j-eme
terme de la somme est de degré j, et a, (m:”) est un polynéme de degré r en
m, la somme de ces deux termes est donc un polynéme en m de degré r, et son

coefficient dominant est donc celui de a, (m:'T), & savoir %
|

Démonstration 2 : Montrons que le coefficient dominant correspond au vol-
ume r-dimensionnel de P.

Pour tout convexe compact K dans R", on a que

dmK NZ" 1
cordmB OB — vol(Cs ) + card(K N ~27)
mn m m
ol C1 est un cube de coté L, donc vol(C1) = -1 et card(mK NZ") =

card(K N %Z”) car les deux ensembles mK NZ" et K N %Z” sont finis et
n 1 m7n
f: { mKAZ" = [1( Nz est bijective.

T —X
m

En effet, elle est injective car Vo,y € mKNZ", f(x) = f(y) = & = L = x =Y.

De plus, elle est surjective car Yy € K N %Z” ona:ye€ K =myemK et
y € %Z” = my € Z". Finalement, my € mK NZ" et f(my) = y.

Or, lorsque m — 400, vol(C%) * card(K N £Z™) est supérieur au volume de
la réunion des cubes & sommets dans %Z”, de cotés % et contenus dans K, et
inférieur au volume de la réunion de ces mémes cubes, mais dont un sommet au
plus est dans K. On voit alors que la limite de card(mKnNL")
r-dimensionnel de K.

est bien le volume

Démonstration 3: On va maintenant montrer la derniere partie du théoreme,
appelée formule de réciprocité.

Déja, si P est un r-simplexe, on démontre de maniére analogue a ci-dessus, la
formule ¢p/(m) = (—1)"¢p(—m). Si P n’est pas un simplexe, on va faire une
récurrence sur le nombre de points entiers de P, comme dans la démonstration
du théoreme de Blichfeldt. On décompose P en de deux polytopes @ et R ayant
tout deux strictement moins de points entiers que P, et tels que @ N R soit une
facette commune de ces deux polytopes, que 'on appelle F. Alors on a :

pp(m) = dpg(m) + ¢r(m) — ¢r(m)
¢p(m) = g (m) + ¢r(m) + ¢prr(m)
= (=1)"¢q(—m) + (=1)"¢r(—m) + (=1)" ' ¢p(—m)
= (=1)"(¢@(—m) + ¢r(—m) — ¢p(—m)) = (=1)"¢p(—m)

ce qui termine la preuve.
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De plus, il est aussi relativement aisé de déterminer le deuxieme coefficient du
polynome d’Ehrhart d’un polytope entier, et ce grace a la formule de réciprocité.
En effet, notons ¢p(m) = >, _,arm” le polyndome d’Ehrhart d’un polytope
entier P de dimension 7. On va s’intéresser au polynéme ¢p(m) — ¢p:(m).
Déja, on observe que ce polynéome renvoie la valeur card(OmP N Z™). Aussi,
comme ¢p/(m) = (—1)" 31 _yar(—1)kmF, on a que le coefficient dominant
de ¢p(m) — dp:(m) est 2a,_q1. Ainsi, en raisonnant de fagon similaire & la

card(OdmPNZ™)
mr

démonstration précédente, on montre que lim est la somme

m——+o0

des volumes (r — 1)-dimensionnel des facettes du polytope mP, que I'on note S.
S

Finalement, on obtient que a,_1 = 3.
Force est de constater qu’aprés tout ce cheminement, nous avons uniquement
montré qu'un tel polynéme existe et nous en avons déterminé les deux premiers
coefficients. Théoriquement, il s’agit d’un résultat clé qui nous montre une
égalité entre volume, points entiers et points entiers intérieurs. Néanmoins,
connaitre la totalité du polynéme d’Ehrhart peut s’avérer tres compliqué en
fonction du polytope étudié. Nous allons donc concentrer la suite de ce mémoire
sur des résultats peut-étre un peu moins précis, mais plus facile & mettre en place
et a étudier.
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5 Estimation du nombre de points entiers a par-
tir du nombre de points entiers intérieurs

Intéressons nous désormais aux polygones qui contiennent au moins un point
entier intérieur.

5.1 Dimension 2 et Théoreme de Scott

Théoréme de Scott ([De], Thm 3) : Soit P un polygone (convexe) entier
dont le nombre k de points entiers intérieurs n’est pas nul. On a

card(PNZ?) <3k +6

sauf si P est équivalent au triangle

avec un point entier intérieur et 10 points entiers.

Avant de démontrer ce théoréme, nous allons énoncer un lemme qui nous servira
dans la preuve.

Lemme 1 : Soient [AB] et [C'D] deux segments entiers de la droite d’équation
x = 0, respectivement de longueur h et k. Soit p € N tel que p > h + k. Alors
il existe des points entiers P, R respectivement sur [AB], [C'D] tels que la dis-
tance PR vérifie PR = mp+u avec m € N* et u € Z vérifiant |u| < 2(p—h—k).

Démonstration : Soit [AB] le segment [0, h] et [A’B’] le segment [p p+h]
obtenu en translatant [AB] par p. On peut translater [CD] par un multiple
entier de p, pour obtenir le segment [t ¢ + k], vérifiant 0 < ¢t < p. En fait, on
peut méme supposer que h < t < p — k, car sinon [CD] chevaucherait 'un des
deux segments entiers [AB] ou [A’B’], et on aurait le résultat voulu avec u = 0.

Par conséquent, on peut supposer les points A, B,C, D, A’, B sont alignés dans
cet ordre, le long de ’axe des abscisses. En posant BC' = z et DA’ = y, on a
alorsque: BA'=p—h=x+k+y doux+y=p—h—k. On observe que z et
Yy ne peuvent pas étre supérieurs a %(p — h — k) simultanément, ce qui termine
la preuve.
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Démonstration du théoréme de Scott: Soit P un polytope convexe entier dont
le nombre de points entiers intérieurs est non nul. L’objectif de la démonstration
est de majorer § = 2(card(OP NZ?) —vol(P) — 1) par 6, excepté dans le cas du
triangle ci-dessus. En effet on a :

§ = 2(card(0P N Z*) — vol(P) — 1)

(Pick) = 2card(0P NZ?*) — 2(card(P N Z*) — %card(@P NZ* —1)-2

= 3card(OP N Z?) — 2card(P N Z?*)
= 3card(OP N Z?) — 2card(P N Z*) + (3card(P' N Z*) — 3card(P' N 7Z*))
= (3card(0P NZ?) + 3card(P' N Z?*)) — 2card(P NZ?) — 3card(P' N Z?)
= card(P N Z?*) — 3card(P' N Z?)

Donc § = card(P NZ"™) — 3k, c’est pour cela que 1'on souhaite le majorer par 6.
On peut supposer que P est contenu entre les deux droites d’équation y = 0
et y = h > 2 car P contient au moins un point entier intérieur par hypothese.
On peut supposer de plus que P rencontre la droite d’équation y = 0 le long
du segment entier Sy = [0, a] et la droite y = h le long du segment entier Sj, de
longueur b > a. On a alors que card(OPNZ?) < a+b+2h et vol(P) > %h(a—i—b)

ce qui correspond a l’aire du trapeze de base Sy et S, contenu dans P par
hypothese.

y=h Sh

Figure 8: Illustration de la situation
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On adonc § <2(a+b+2h)-h(a+Db)-2=6-(a+ b-4)(h-2). Il nous reste
a étudier les différents cas possibles.

e Cash=2: Onabiend <6

e Cash=3: Onad <6< a+b>3. Il faut donc regarder le cas
a+b<3.

Sia+b<2 onaalors card(OP NZ?) <8, d'olt
§ = card(PNZ?) — 3card(P' NZ?) = card(0P NZ?) — 2card(P' NZ?) < 6
(card(P' NZ?*) > 1 par hypothese).

Sia+b=3,on a alors que card(OP NZ?) <9 dou § < 7. On a égalité
si et seulement si card(OP NZ?) =9 et card(P' NZ?) = 1. Cela implique
par le théoreme de Pick que vol(P) = % = 1h(a +b), ce qui montre que
P est un trapeze de base Sy et Sp. On ne peut pas avoir a = 1 et b = 2
car dans ce cas card(OP NZ?) < 7. Dotta =0 et b =3, P est donc un

triangle, équivalent au cas particulier évoqué dans le théoreme.

e Cas h > 4 et a+b < 3 : On va se servir du lemme 1. On peut supposer
que P rencontre les droites y = 0 et y = h respectivement le long des
points p et 7, et les droites x = 0 et = b’ (avec A’ la plus grande dis-
tance entre les abscisses des point de P) respectivement le long des points
g et s. On peut supposer h’ > h , autrement, on échange les coordonnées
et on se retrouve dans un des deux cas précédent.

On a toujours card(9PNZ?) < a+b+2h. On va appliquer & P 1’équivalence
A: (z,y) — (x+my,y) ot m € Z tel que le segment entier A(Sp)— (0, h),
porté par ’axe des x, soit le plus prés possible de Sy. Une telle application
préserve l'aire de P, card(OP NZ?), h et a + b, ainsi que la convexité de
P. Si jamais h' devient plus petit que h, on échange les coordonnées et
on recommence le méme processus (qui s’arréte forcément puisque l’entier
h + 1/ décroit strictement).

Ainsi, chaque point de la droite y = h subi une translation le long de cette
droite par un multiple de h. Il est donc possible, d’apres le lemme 1, de
choisir les points P et R de maniére que la différence entre leurs abscisses,
notée d, vérifie 0 < d < %(h —a —b) apres avoir appliqué A a P.
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Figure 9: Illustration de la situation

Comme P est convexe, A(P) l'est aussi et contient donc le quadrilatere
pqrs d’ou :

> h(h+a+Db)

1 1 1
vol(P) > vol(pqrs) = it(m +rg) > ih(hl_d) > ih(h_d) >

W~ =

D'ou § < 2(a+b+2h)—1h(h+a+b)—2 = Fh(8—h)—3(a+b)(h—4)—2< 6

ce qui termine la preuve.
|
Proposition 4 : On en déduit de la formule de Pick la majoration
vol(P) < 2k + 2

(sauf dans le cas exceptionnel du triangle evoqué au théoréme précédent).

Démonstration : La formule de Pick nous donne :
1
vol(P) = card(P NZ?*) — icard(ap nz* -1

2
scard(PNZ?*) — Lcard(P'NZ?) -1

36 _ k1 < 2k + 2 (Théoreme de Scott)

= card(P NZ?*) — Lcard(PN7Z?) — card(P' NZ*) — 1

IN
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5.2 Généralisation a toute dimension : Théoréme de Hens-
ley

5.2.1 Enoncé du théoréme

Ce paragraphe va nous permettre de généraliser le théoreme de Scott en toute
dimension.

Théoréme de Hensley ([De], Thm 6) : Soient k,n € N*. Il existe une
constante B(k,n) ne dépendant que de k et n, telle que, pour tout polytope
entier P de dimension n avec exactement k points entiers intérieurs, on ait

vol(P) < B(k,n)

A Tlaide de I'inégalité de Blichfeldt on en déduit immédiatement le résultat suiv-
ant :

Corollaire 1 : Soit P un polytope entier de dimension n avec exactement
k > 0 points entiers intérieurs. On a

card(PNZ") <n+nlB(k,n)

Une constante B(k,n) est explicitement calculée par Hensley. Elle est améliorée
par Lagarias et Ziegler en B(k,n) = k(7(k 4+ 1))"""", qui n’est pas loin d’étre
optimale. Ces démonstrations sont assez techniques, nous avons fait le choix de
ne pas les détailler dans ce mémoire. Pour plus d’informations, voir [LZ].

5.2.2 Coefficient de symétrie

Avant de débuter la démonstration il est important d’introduire la notion de
coefficient de symétrie d’un convexe. Soit K un convexe compact de R" et soit x
un point intérieur a K. Toute demi-droite affine [ issue de = coupe le bord de K
en un point x?‘; on note x; le point analogue définit par la demi-droite opposée.

Définition 10 : Le coefficient de symétrie de K par rapport a x est :
+
|2z —a|

Oé(K, QT) = mlnlm
l

Figure 10: Visualisation des points z;" et z;” en dimension 2
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Pour un polytope P & r sommets {s1, ..., s, }, revenant au cas général d’un point
intérieur x quelconque, si, Vi € {1,...,r}, on note y;, Pautre point d’intersection
de la droite (s;z) avec le bord de P, on a
: |z —ill
a(P,x) = mini<i<pi—— (3)
T
Nous admettrons le résultat suivant qui va s’avérer utile dans la démonstration
du théoreme de Hensley.

Corollaire 2 : Soit K un compact convexe de R™ contenant au moins un point
entier intérieur z. On a :
. oK,z
card(KNZ") > vol(K)(%)”
Les deux prochaines sous sections vont nous permettre de démontrer le théoreme
de Hensley.

5.2.3 Cas des simplexes

On va donc commencer par montrer que les points entiers intérieurs d’un sim-
plexe entier ne peuvent pas étre trop pres du bord. C’est-a-dire que le coefficient
de symétrie d’un simplexe entier par rapport a un point entier intérieur n’est
pas trop petit.

Proposition 5 : Vk,n € N* Je(k,n) > 0 telle que, pour tout n-simplexe entier
S avec exactement k points intérieur, et tout point entier intérieur x de .S, on
ait :

a(S,x) > e(k,n)

La constante e(k,n) est explicite. La valeur obtenue par Hensley est de l'ordre
de (4/4;)_2"1. C’est cette proposition que Lagarias et Ziegler améliorent, ob-
tenant €(k,n) > (Tk +7)~2""". Pour plus de détails, voir [LZ]. Le théoreme de
Hensley pour les simplexes se déduit immédiatement de la proposition grace au
corollaire 2.

Corollaire 3 : Vk,n € N* et tout n-simplexe entier S avec exactement k

points intérieurs, on a :
2 n
I(S)<k|——
wo(5) <k ()

Afin de démontrer la proposition précédente, nous allons d’abord énoncer et
démontrer plusieurs lemmes.

Lemme 2 : Soient (z1,...,x,) € R" et soit N € N* fixé. I(p1,...,pn,q) € N
avec 1 < ¢ < N™ tels que |z; — % < Niq Vie{l,..,n}.
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Démonstration : V& € R, on note {x} = x — [z] sa partie fractionnaire. Au
moins deux des N™+1 vecteurs (kz1, ..., kzy,) de [0, 1], lorsque k décrit [0, N"],
tombent dans le méme cube de co6té % et & sommets dans %Z”. Notons k; et
ko > ky les valeurs de k& pour deux de ces points, et soit ¢ = ko — k1, il vient
que 0 < ¢ < ko < N™. Enfin, soit p; 'entier le plus proche de gz;. On a alors
que |qz; — pi| < |kow; — kyzs — ([krai] — [koxi])| = {kaxi} — {k1z:}] < & ce qui
conclut la preuve.

Lemme 3 : Soient (21, ...,2,) € (R%)", avec .1 2; = 1 et soit N > n un en-
tier. 3(]91’ 7pnaq) € N7 q= E?:l piet 1 <¢g< Nn_17 tels que ‘qxl _pll < %
et |qz; — pil < % Vi€ {2,...,n}.

Démonstration :  On applique le lemme 2 & (zg,...,2,). On a alors que
Vi € {2,...,n}, on a |qx; — p;| < % et gz; > 0. On a donc p; > 0 (sinon,
|gz; — pi| > 1 ce qui amene a une contradiction) Si on pose p; = q — Z?;ll Di,
on a alors |q:c1 —-pil=lg—q¢X i fUerZL 1 Pi —q| < %. Finalement, comme

gry > 0et & <1, on a a nouveau que p; > 0, ce qui termlne la preuve de ce
lemme.

Lemme 4 : Vk,n € N*, Ja(k,n) > 0 tel que, V(z1,...,zp)
1>Y0" 2 >1—alkmn), Ip1,....pn,q) avec p; > 0 et g
vérifiant (kg + 1) > kp; Vi € {1,..n}

Démonstration :  On va procéder par récurrence sur n.

e Initialisation, casn=1: On cherche un entier ¢ > 0 tel que x > qu

Un tel entier ¢ existe < = > Skgx+ax>kqgskeez+l)>—2s

1< 51 € - >
Cela est équivalent a dire —z < kx+zrz < k<kr+z & kiﬂ <.

Or z doit aussi vérifier 1 > z > 1 — a(k, 1), dout 1 — a(k,1) > kiﬂ &
—a(k,1) > k+1 < ak1) < =5

Le lemme est donc vrai Vr €]0

kq+1

+1

sl

e Hérédité : On considere que le lemme est vrai au rangn—1:
Posons N = 1 + maz{[m, 2kn(n+1)} et

a(k,n) = g < 3a(k,n—1)

Prenons x; > . >xn >0telsque Y. @ =1—aavec 0 < a < a(k,n).
Supposons que z, < a(k,n — 1) — «, alors Zi:l z=1—a—z, >
1 — a(k,n —1). Par hypothése de récurrence on a p1,...,p,—1 €t ¢ satis-
faisant le lemme pour x1, .., ,_1, et, en prenant p,, = 0 pour xz,, le lemme
est vrai au rang n.
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Supposons donc z,, > a(k,n — 1) — a. On peut appliquer le lemme 3 &
T, Vi € {1,...,n}, ce qui donne l'existence de pi, ..., pn,q entiers tels
que Vi € {1,...n}, p; >0, > p; = qget 1 < g < N tels que
lgz1 — p1| < 2 et |qu; — pi| < £Vi € {2,n}

On observe alors que :

1% X
(kq+1)z1 — kp1 = 21 + k(gz1 —p1) = 21(1 _kql —0) +k5(q1 *104 )

kn
> 21(1 — 2kqa) — N
_ kn
> (1 —2kN""1a) — N
- 1 kn
2" TN
N T
~2n+1) N
car x1 > 1_T(’ > %H
De méme, on a aussi Vi € {2,...,n} : (kg + Dx; — kp; > %xn - % >
Lak,n—1)—a) — £ > la(k,n—1) — £ > 0. Le lemme est ainsi

démontré.
[ |

Démonstration de la proposition 5 : On travaille sur S, un r-simplexe en-
tier. On peut supposer que ses sommets sont {O, 81, eny sn} et qu’il contient un
point entier intérieur z = Y. | z;s; avec Vi € {1,..,n}, x; > 0et > x; <1
(Pinégalité est stricte car sinon z pourrait étre sur le bord de 5).

On a alors Y. x; < 1 — a(k,n). En effet, si le résultat était faux, on
pourrait appliquer le lemme 3 et considérer V5 € N le point entier suivant :
(Gag+1D)x—3 3 pisi = iy ((Ga+1)x; —jpi)sic Or 3500 ((Gg+ D)z — jpi) <
jq+1—jg=1. De plus si gz; —p; > 0, on a que (jg + 1)x; — jp; > x; > 0.
Sigr; —p; <0etj <k, onaque (jg+ 1)a; —jp; > x; + k(qz; — p;) > 0. On
aurait donc k + 1 points entiers intérieurs a S ce qui est une contradiction.

On a donc bien >, z; <1 — a(k,n). Si on note y 'autre point d’intersection
de la droite (0z) avec S, on a alors ||z|| < (1 — a(k,n))|y||. Ce résultat est vrai

pour toute droite (sz) ou s est n’importe quel autre sommet de S. La formule
a(k,n)

(3) nous donne alors 'estimation «(S, z) > T—alin)’

ce qui termine la preuve.
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5.2.4 Généralisation a tout polytope

Le plus dur est fait, il est simple de déduire le cas général a partir du cas des
simplexes. On rappelle qu’il suffit de minorer le coefficient de symétrie de P par
rapport a un point entier intérieur x. Il découle de la formule (3) que celui-ci
est "atteint” en un sommet s : si F' est une facette de P contenant I’autre point
d’intersection y de la droite (sx) avec le bord de P, on a :

’ |z — s

(sx) S

Figure 11: Visualisation des points x et y en dimension 2

Par le théoreme de Carathéodory, il existe des sommets {s1, ..., s} de F' (donc
de P) affinement indépendants (donc r < n), tels que y se trouve dans l'intérieur
relatif du (r — 1)-simplexe qu’ils engendrent. Soit S le r-simplexe de sommets
{s,81,...,8-}. Son intérieur relatif est contenu dans P’ et contient exactement
k' < k points entiers, dont x. La proposition précédente entraine

a(Pz) > oS, z) > ek, r)
D’ou, en utilisant le corollaire 2,

2

I(P) <k
UO( ) (minlgk/gk,grgnf(k',r)

)TL

On a donc trouvé B(k,n) = k(— ~ 2 () )™ ce qui montre le théoréme
1<k/<k,1<r<n )

de Hensley.
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6 Polytope de Fano

Dans le cas particulier de la dimension deux, il y a, modulo les translations
entieres et Paction de GLo(Z), exactement 16 polygones entiers possédant ex-
actement un point entier intérieur. Ce sont les suivants :

BOAGHA
NONEd
VA

Nous nous intéressons maintenant a une famille de polytopes entiers élémentaire,
qui présente un grand intérét en géométrie algébrique.

Définition 11 : Un polytope entier de dimension n est dit polytope de Fano
s’il possede 0 comme seul point intérieur et si chacune de ses facettes a exacte-
ment n sommets, ceux-ci formant une base de Z".

Avec cette définition il est simple de trouver qu’il y a 5 polytopes de Fano parmi
les 16 de la liste ci-dessus, il s’agit en fait des 5 suivants :

Remarque : Si P est un polytope de Fano et si f est le nombre de ses facettes,

P est reunion de f n-simplexes ayant 0 comme sommet commun. De plus, les
points entiers du bord de P sont exactement les sommets.

Si nous avons choisir d’aborder la notion de polytope de Fano, c’est parce qu’il
nous permettent d’obtenir le résultat qui permet d’affiner encore plus notre
étude.

Définition 12 : Si P est un polytope alors son polytope dual, noté P*, est

définit comme :
P ={y e R"|(z,y) < 1,Va € P}
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Exemple : En dimension 2, prenons {e;,es} une base d’un polytope P =
Conv(ey, e, —e1 — e3), son polytope dual sera alors P* = Conv(e; + ea, —2e1 +
e9,€1 — 2e3) comme on peut le voir sur 'image ci-apres.

‘(0!0)

pP*
Proposition 6 : Le dual d’un polytope de Fano est encore un polytope entier.

Démonstration : Soit P un polytope de Fano, P* son dual et s* un sommet
de P*. Comme chaque sommet de P* est défini par une facette de P, on con-
sidere F' la facette de P correspondant a s*. Comme P est un polytope de Fano,
on sait par définition que F' a n sommets, que I'on va noter s;, Vi € {1,..,n},
et que ces n sommets forment une base de Z". On alors que Vi € {1,...,n},
(si,8*) =1 (c’est la caractérisation du fait que s* corresponde a la facette F).

On considere maintenant e; un élément de la base canonique de Z". On a
alors qu’il existe des entiers n; vérifiant e; = E?:l n;s;. Or la j-éme coordonnée
s7 de s* vérifie s7 = (ej,8%) = (Qoimimisiy 8¥) = D iy mi(s;, %) = Y1,
d’ott chaque coordonnées de s* est entiere, s* est donc un point entier, et P*
est un polytope entier.

Théoréeme de Casagrande ([De], Thm 8): Le nombre de sommets d’un
polytope de Fano P de dimension n est au plus 3n.

Remarque : Cette borne est bien plus petite que celle donnée par le résultat
de Hensley. Elle est en fait valable pour tous les polytopes entiers dont les
facettes sont toutes des simplexes et dont le polytope dual est aussi entier.

Démonstration : Considérons le polytope dual de P, noté P*. Comme P
est supposé de Fano, P* est encore un polytope entier (pas forcément de Fano),
qui n’a comme seul point entier intérieur 0. Donc Img,...,m, € N* tels que
0 = mys] + ... +m,s), ol sj,...,s; sont les sommets de P*. Ainsi, pour tout
sommet s de P, on a :
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n
0= Z m; (s, si)
i=1

= m;(s,s;) + Z m; (s, s;)

(si,8F)=1 (s4,87)<1
< m; — g m;
(si,s7)=1 (si,s7)=0

Puis, en notant S ’ensemble des sommets de P, et o le cardinal de S, on obtient
en sommant sur S :

Uimi<2z Z mi+z Z m;

SES (s,87)=1 SES (s,57)=0

= ZZmicard{s € S|(s,s;) =1} + Zmicard{s € S|(s,s;) =0}

i=1 i=1

<3n i m;
i=1

On se retrouve donc avec o Y ., m; < 3nYy ., m; < o < 3n ce qui termine
la preuve.

Il faut savoir qu’il existe une version plus précise de cet énoncé proposé par
Batyrev en 1988. Elle donne notamment une majoration optimale dans le cas
des polytopes de dimension impaire. Cependant, elle demande tout un devel-
oppement sur les notions de variétés toriques que nous n’aborderons pas ici. Ces
notions sont trés bien abordées dans la référence [Ma].
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