
Théorie de Hodge = ensemble de structures sur la cohomologie
des variétés këhlémiennes compactes ( inclut les
variétés algébriques complexes projectives lisses ) .

"

Package de Hodge - Lefschetz
" (Lefschetz ~ 1920 , Hodge -1930 )

① Décomposition de Hodge
② Théorème de Lefschetz difficile
③ Inégalités de Hodge - Riemann

"
It was my lat to plant the harpon of algebraictopolgy into the body of
the whale of algebraic geometry !

"

S . Lefschetz
"

With the restoration of geometry to its rightfnl place in the mathematica
scheme the process of fragmentation which had been doing so much harm

to mathematics has been revend
,
and we way look found to the day

in which there are no longer analyste , algebraists , geometens and so on
,
but

simply mathématiciens .
"

W . Hodge

Applications de la théorie de Hodge polytopes , volumes mixtes ,
-

:

groupes de Coxeter , théorie des représentations , arithmétique , matroïde et

graphes , . . . . . .



① La décomposition de Hodge

•
X = une variété complexe ( coordonnées locales holomorphes 7 , . . - in) .

. Cohomologie de de 12ham

til x) ti ( o → À ¥ AIMÉ . . -

I A"(x )à o ) .

(V un R- en → Va : = V
,¥
① = V. ④ ill )

. Décomposition des formes :

Alexie =p¥:p AMCx )¢ formes de type lp , q )

[ f- attira . . - ndtipndzjnn . - - ndrèjq-1

ff :X→ Ct une fonctionG )

d = 9 + J avec 2 : APM→ AMM
,
J : APM→ APM"

.

ex : pour f :X→ CI ET , df = 9f +5f

7- Èf¥.

dai , 5f = ?É¥÷Æ
c- Alix) c- A-

"
(x )



Théorème : (Décomposition de Hodge)
Soit X une variété këllénienne compacte .{on peq=L , soit HPM (X) = { classes dans HKCX)¢ de formes fermées

de type (pq) }
On a HKCX )

,
=
f7 HM (x) ( tk = o

,
. . _

,
2n) .

-

-

p-iq.fr

Remarque : CommeHIHI = H?" (X)
, implique que d'un

Hk(X) est pain si

k est impair .

Définition : Une variété complexe X est këhlénienne s'il existe une métrique
hermitienne h sur X belle que w = - Inch ) soit une 2- forme fermée

(du = o) .

nécessairement de type (1,1 )

Excipe : X - e
"

,
htt F) = ÊtreIà ,

w -

_ IZËI dzpndèp
tenue : X est kàhlémienne ⇒ il existe une métrique hermitienne h

sur X dont la matrice est partout In + OHHP) .

Autres exemples :



•
X = ①Y a difféomorphe pu

M
réseau

H
'
(x)
¢
= H
"
(X) ⑦ H
"(X)

H"(X) = Cldzp⑦ . - - le Cldzn
,
H" (X) = Eden ④ . - - le Eden

.
X surface de Riemann (dim X = 1) compacte , h quelconque .

ding
← a -

HTx)
¢
= H
"
(x) a t'Cx) × =

€H"
(x) = Ho(X ,n'× ) = { 1- formes holomorphes sur X } de dim- g.

. X = Int )
,
w = zig 75 log (ttHtt . - - + tant ) .

HUILEDe = Hkhttp = ① Euh] ( tk -- o , _ . _ , n ) .

w normalisée pour que tu] c- HTTÏC Rt) : ¥
.

Ëf¥¥Ü =
1

en fait fou] = classe d' un hyperplan de PY .

.
X. = variété algébrique complexe projective lisse ( X. as #

"
(e))

.

( ex : compactification magnifiques Ya - il Init) - INCE ) )

Remarque : 7- ↳ X sous- variété de cadimk → f7] c- Hhk(X) c HUH)
¢

.



Preuve de la décomposition de Hodge :

- Métrique riemannienne q = Rech) → produit scalaire sur AHCX)

( a , f) = § gldx , f.) volglx) ( on utilise la compacité de X )

- Adjoint de d : d
"

: Ak (x ) → Ah- 1-(X) ( si , )

( a
,
d'Xp ) = ( da , f)

→ Opérateur laplacien A.d = dot + et d G AHX ) (Ap , Az )
Formes harmoniques Uk(X) = km (Ad ) = La (d) nknfd* ) .

( formes fermées de norme minimale dans leur classe de cohomologie)

-

"Théorème de Hodge
"

: UKX )I Hklx) ( analyse )
-
X hitlérienne →

"
identités kàhlémiennes

"

ex : sa = i ( wa a - J
" (w na ))

(hypothèse këhlérienne ⇒ il suffit de traiter X = ¢
"

,
w = iz ÊÏ attendre .)

⇒ égalité des laplaciens Ad = 2A , = 2Aà

⇒ Ad G AM (X ) tp , q

⇒ seklxte-q.eu"!"
Uk n AM (x )



⑨ le théorème de Lefschetz difficile (
" vache

"

)

*
X variété complexe compacte → dualité de Poincaré :

t.lk(x) @ H"
- k
( x) → IR paining mon dégénéré

[ a ] ⑦ Ip ] '→ §snap
⇒ Hk(X) = Hath (X)" ( compatible à la décomposition de Hodge )

. X variété kàhlémienne compacte , w forme de Këhlen , [eu] c- HYX )

→ opérateur de Lefschetz L : Hk( X )M Hk"(X )

Théorème : (Théorème de Lefschetz difficile ) Pour le -
- o , . . . ,

n

µ - k
:
Hk ( x) ' > H"-k(X) .

Remarque: implique b.e bz E - - - E bzpiçy , br E bz E - - - E baffles .

Conséquence : Décomposition de Lefschetz
PKCX) :-. kuftk" :

Hklx )→ Hath"( x)) c Hklx )
(la partie primitive de la cohomologie)

On a : THX ) = Ihlx) ④ LÉYX) ④ L' Ih "(x) a. _ (ken ) .



Preuve du théorème de Lefschetz difficile :

-
Identités këhléviennes ⇒ Ad (wa a) = wa Ad( x) .

⇒ L : tlklx) → Uk"(x) .

-

Soit A l' adjoint de L ( x , ap) = ( La , f)
On a ft , A ] = (k - n) id sur les k- formes

- Implique que
Ek

: HlelX) - U"
-k
(X) est injectif

-.
On conclut grâce au théorème de Hodge et à la dualité de Poincaré.

Remarque : On a une structure de da - triplet sur HLX) :

(e = 1-
, f. = A ,

h = fer- Nid sur Hk(X))
ILX) = l' espace de plus bas poids .

Remarque : Comme w est de type f1,1 ) , Le : HTM (X)- HMM
"

(x )
,

et la décomposition de Lefschetz est compatible à la décomposition de

Hodge .



le théorème de Lefschetz (
"

faible
" ) sur les sections hyperplanes

X ↳ INCE)
,
H = IN-Ye) ↳ INCE) un hyperplan .

Y -

- = Hn X ↳ H une section hyperplan .

Théorème
. (Théorème de Lefschetz sur les sections hyperplanes )

le morphisme Hk(x) → Hkly ) est

-
un isomorphisme pour les n- 2

- injectif pour k = n- 1

Prend : Dualité de Poincaré + suite exacte longue + annulation d' Antin

Hk( XIY) = 0 pour la > n .

variété affine c PNL IH = CI
"

.

Remarque : On a le diagramme commutatif

Hk (x) × f-HI
> Hk" (x)

→ →
Hkfy ) Gysin

donc Lefschetz difficile ⇒ Hk(X) ↳ Hk (Y) pour ken-1 .



③ Inégalités de Hodge - Riemann

Dualité de Poincaré + Lefschetz difficile ⇒ peiring mon dégénéré

Q : HKCX) ④ Hk(X ) → IR

(x) a [ p ] i→ § an pawn
- k

( symétrique pour k pain , antisymétrique pour k impair ; compatible
à la décomposition de Hodge et à la décomposition de Lefschetz )

Théorème :(Inégalités de Hodge - Riemann)
Pour p.iq = k ,

sur IPMCX) = HPM (X) n Il
¢ ,

la forme
hermitienne

Kf-1 il 9 (af )[a) ④ Ip ] ↳ C- 1) Qa

est définie positive .

Preuve : fr)k¥ il -90*4 ,
à) = (n - k) ! × Hâte .

t repàsentant
harmonique



Conséquence : théorème de l' indice de Hodge , pour dime(X) 72 :

(pour simplifier , on supposeHYX) = -Rfw] ④ PTN que texte = H"(x ))
î î

Q déf . > o Q déf . < 0

Théorème :(Théorème de l' indice de Hodge)
Soient d.pe HYX) telles que Qlp ,f)yo .

Alors on a

Qla
, f)
?

7 QQ ,
a) Qlp , p)

Preuve :

.DE/Rf → OK
.

.de/tRp → vient du fait que tu Qltdtp) doit changer de signe .

(" Cauchy - Schwarz à l' envers
" )



Application :

A- etc
" '

un arrangement d' hyperplans linéaires c- matroïde M

X = Ya→ Phi ) la compactification magnifique .

ti (Ya) = TRI xp ; F- plat de A- ,# î ] / C- . - ) (qe HTYa ))
d = ?¥ 7- , f = ?¥ ¥ ( p est une limite de classes de Kàhlea)
Si deg : H

"
a) à R ,

alors deg là
-k pk ) = pipe ( m )

(coefficients de Tlm tt) )

Théorème de l' indice de Hodge ⇒ pin-hm)
?

7 µmolM) ptn (M) .

En remplaçant M par une troncation on obtient :

Théorème:(Huh ) µplait 7 µg , (m) pipe, (m ) (the
,
. . _

,
n- 1) .


