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Théorie de Hodge en combinatoire

"

Séance introductive (15/09/20)
-

Une suite a. , oh , . . . , an
de réels

(r) est unimodde s' il existe nefo, . . . , n } tel que
a. çoyç - - - E da 7- - -7 On -17 On

(2) est loquace si

afzak.pak.ie ( the {1 , - , n-el )
%

k¥7 Taf à capoter

(log lap )) est concave
^

(2)⇒ G) si ap > o Ak
.

ex : ap -_ ( à ) .

[ symétrique ; pas un comportement général)



Slogans :
" la log - concavité d' une suite ( naturelle) est toujours
expliquée par la théorie de Hodge

"

[ Adipnasito - Huh - Katz ht )
Théorème:(H- K

'

12
, conjecture de Mason - Welsh 60s )

K un corps , va , . . . , on e ltd .

7k
, fp : = le nombre de parties Iç { r , . . .nl de cardinal k

telles que toiliez est une famille libre .

Alors f , . . _ , fa est le g- concave . [ex : (Û ) )

Théorème : fin , conjecture de Hoggar - Road fos )
G un graphe fini à n sommets

.

HopeN , Xçlq) : =
le nombre de coloriages propages
de G avec q couleurs deux sommets

adjacents ont des
couleurs différentes

•( G =

•↳ → Xdq) = qlq - e) (q -2) = q? 3942g )
On écrit Xolq ) = a. q

"
- qq

" -t
- - + EN

"

an ( polynôme chromatique)
Alors a. , oh , an est la g- concave . ( ex : 13,2 ; (f) )



Théorème 142

Î
Théorème : IAHK '

A] Soit M un matroïde
,
soit

Xmltt Îàot " - apttttxazt"_ . . . + C-Nan
son polynôme caractéristique .

Alors do , oh , . . . , on est lag - concave .

Mat
| T

:
lkd

Preuve : dans le cas d'un ensemble de vecteurs dans ①
&

(matroïde représentable sur e)
- interprétation des cap comme

"

degrés mixtes
" dans l' anneau

de cohomologie d' une variété complexe projective lisse Y
Y → Petit résout les singularités de l'arrangement

d' hyperplans (duaux aux vecteurs)



-
Théorie de Hodge ( contraintes sur la cohomologie des variétés
këhléiennes compactes ) ⇒ certaines formes bilinéaires sur

tt tt ) sont définies positives .
"

Inégalités de Hodge - Riemann
"

⇒ inégalités de log - concavité : det ( ba f) y 0 .

Casgéuévl : ( non représentable sur E) "

théorie de Hodge
purement combinatoire

"
.



\

Autres exemples d' applications de la théorie de Hodge :

(combinatoire )
-

volumes (mixtes) des corps convexes ( K ,
K
,
e R2 convexes compacts)

Alexandrov- Fendre l : vol ( Kr , Katz vol (Kr) vol ( ka)
(Brunn - Minkowski : vol (Ku KÂ > vol (Kit + vol (KDE )
-
travaux de McMullen sur les polytopes (nombre de faces ) .

-
travaux d' Elias- Williamson ( théorie de Hodge des bimodule

de Gayet ) ⇒ résultats de positivité de certains coefficients
apparaissant en théorie des représentations ( groupes de Coxeter) .

- géométrie diophantienne
Hasse - Neil : Fq une courbe projective lisse

| # Ctttq) - (9+1) le 2g top .



1- langage des matroïde s
2- Port des plats , polynôme caractéristique
3- Combinatoire énumérative des matroïde (conjectures + résultats )
4- Compactification magnifiques 1 ( construction )
5- " " 2 ( cohomologie )
f- Preuve dans le cas représentable sur ¢ ( grâce à la théorie

de Hodge)
7- Théorie de Hodge 1 ( décomposition de Hodge )
8- " " 2 ( Lefschetz difficile , HR)
9 . Géométrie tonique
10 - Anneaux de chou des variétés toniques
11 .

Preuve dans le cas général ↳ volumes
-

mixtes des
e. corps convexes

(polytopes)


