Chapitre 1

Rappels sur groupes et actions de
groupes

1.1 Exercices de révisions

Exercice 1.1.1. Déterminer tous les groupes finis d’ordre < 6 a isomorphisme prés.

Exercice 1.1.2. On admet qu’il n’existe que deux groupes différents d’ordre 6 (& isomorphisme
prés). Quels sont ces groupes ?

Exercice 1.1.3 (Théoréme de Lagrange). Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G. Le
Théoréme de Lagrange dit : card G = card H card G/H.

1. Le démontrer.

2. Le reformuler en termes d’actions de groupes.

Rappel : Un sous-groupe H d’un groupe G est distingué si gHg~' = H pour tout g € G.
Un groupe G est simple si ses seuls sous-groupes distingués sont {e} et G.

Exercice 1.1.4. Soit G un groupe abélien non-trivial. Montrer que G est simple si et seulement
si il est fini, cyclique, d’ordre premier.

Exercice 1.1.5. Soit G un groupe agissant sur un ensemble E. Soient © € E et g € G. Montrer
que Stab(z) est isomorphe & Stab(g - z).

Exercice 1.1.6. Montrer que tout groupe d’ordre n admet un morphisme injectif vers &,,.
Exercice 1.1.7 (Exemples d’invariants de conjugaison). Soit G un groupe fini. Soient a et b
deux éléments conjugués dans G.

1. Montrer que a et b ont méme ordre.

2. On suppose que G agit sur un ensemble . Montrer que les fixateurs de a et de b ont
méme cardinal.

3. Soit ¢ un morphisme de G vers &,. Montrer que ¢(a) et ¢(b) ont méme signature.
4. Soit ¢ un morphisme de G vers GL,,(C). Montrer que ¢(a) et ¢(b) ont méme déterminant

et méme trace.

Exercice 1.1.8. Existe-t-il deux plongements de G dans &,, tels que les deux images de a
aient des signatures différentes ?

Exercice 1.1.9. Si a et b sont deux matrices inversibles qui ont méme déterminant et méme
trace, sont-elles nécessairement conjuguées.



1.2 Automorphismes de graphes

Comment obtient-on des groupes naturels et intéressants ? On part d’'un ensemble
E, on ajoute une "structure intéressante" 1" sur F, par exemple, une structure de groupe, une
structure d’espce vectoriel, un produit scalaire, etc. Le groupe G des bijections qui préservent
cette structure est intéressant. Remarque additionnelle : Souvent, le groupe Bij(E) des
bijections de E agit sur les structures qu’on essaie de mettre, et G = Stab(T') est le stabilisateur
de la structure choisie T pour cette action.

Dans cette section on regarde un exemple : les automorphismes de graphes.

On fixe S un ensemble, dont les éléments seront appelés sommets.

Définition 1.2.1. On appelle graphe orienté sur S la donnée d’un sous-ensemble
A C S xS\ diag(9).
On note (S, A) le graphe orienté. Les éléments de A sont appelés les arétes du graphe.

On rappelle que diag(S) = {(s,s) € S xS |s e S}.
Le groupe Bij(S) agit sur 'ensemble des graphes sur S : pour o une bijection de S,

o (5,4) = (5,{(a(d),o(f)) | (d. f) € A}).
Définition 1.2.2. Le groupe des automorphismes de (S, A), noté Aut(S, A), est le stabilisateur
de (S, A) sous l'action de Bij(.5).
Autrement dit,
Aut(S,A) = {o € Bij(S) | V(d, f) € A, (o(d),o(f)) € A}.

Exemple 1.2.3. On prendra toujours S = {1,2,...,n}, donc Bij(S) = &,. Pour n = 1, on n’a
qu'un seul graphe (sans arétes), et son groupe d’automorphismes est trivial comme le groupe
des bijections G;.

Pour n = 2, il n’y a que trois structures de graphes possibles : A; = 0, A2 = {(1,2)},
As = {(2,1)} et Ay = {(1,2),(2,1)}. Le groupe symétrique &9 consiste en l'identité et la
transposition (12). LA transposition envoie Ag sur As, et laisse fixe 4; et Ay. On a donc
Aut(S, A1) = Aut(S, Ay) = &g, alors que Aut(S, Az) et Aut(S, As) sont triviaux.

Exercice 1.2.4. Prendre un graphe sur trois ou quatres sommets au hasard, regarder ses
images par tous les éléments du groupe symétrique, en déduire son groupe d’automorphismes.

Rappel : Une action d’un groupe G sur un ensemble E est transitive si il existe x dans E
tel que orb(z) = E. L’action est libre si pour tout x € E, Stab(z) = {id}. L’action est fidéle si
'intersection des Stab(z) pour tous les x € E est triviale.

Exercice 1.2.5. Pour n = 4, on considére les quatre ensembles d’arétes suivants.
A = {(17 3)a (27 4)7 (3a 1)7 (4a 2)}
Ay = {(173)}
A3 = {(17 2)7 (27 3)7 (37 4)7 (4? 1)}
A1 ={(1,2),(2,1),(3,2),(2,3),(3,4),(4,3),(1,4), (4, 1)}

1. Donner une représentation graphique (par convention, on dessine une fléeche de a vers
b pour l'aréte (a,b), et si {(a,b),(b,a)} C A, on dessine simplement un segment sans
fleches (on dit que I’'aréte entre a et b est non-orientée).



2. Quels sont les groupes d’automorphismes ?

3. Dans chaque cas, est-ce que 'action induite par Aut(S, A;) sur les sommets est libre ?
transitive 7 Méme question pour 'action induite sur les arétes.

Exercice 1.2.6. En trouvant un action non triviale et non fidéle de 2{4, montrer que 24 n’est
pas un groupe simple. (indication : considérer I'action de 24 sur certains graphes sur {1,2,3,4},
par exemple inspirés de l’exercice précédent. )
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Chapitre 2

Les groupes linéaires, aspects
topologiques

2.1 Rappels sur le groupe linéaire

Soit K un corps (commutatif). Soit V' un K-espace vectoriel de dimension finie.

Définition 2.1.1. Le groupe général linéaire sur V, noté GL(V), est le groupe formé par les
applications linéaires bijectives de V dans V.

Remarque 2.1.2. C’est le sous-groupe des bijections de V' qui préservent la structure de
K-espace vectoriel.

Le choix d’une base (e1,...,eq) de V fournit un isomorphisme de V avec K" (qui envoie
xie1 + -+ + xpey sur (1,...,xy,). Cet isomorphisme fournit aussi un isomorphisme entre
GL(V) et le groupe des matrices inversibles GLg(K) (muni de la multiplication de matrices).
On décrit plus succintement l'inverse de cet isomorphisme, qui envoie une matrice inversible
M sur l'application xie; + -+ + xpe, — MX ou X est le vecteur colonne de coefficients
(CL’l, ceey xn).

On se rappelle que sur le smatrices carrées, on a deux applications trés utiles : la trace tr:
My(K) - K, A — 2?21 aij, et le déterminant det : Mg(K) = K, A 3" s €(0) H?zl o (i) i

On a GLg(K) = det™}(K*), et le déterminant, restreint & GL4(K), est un morphisme de
groupes.

Définition 2.1.3. Le groupe spécial linéaire, noté SL4(K), est le sous-groupe de GL4(KK) formé
des matrices de déterminant égal a un.

Le centre Z(G) d'un groupe G est le sous-groupe formé des éléments qui commutent avec
tous les autres :
Z(G)={2€G|zg=g9z VgeG}.

On remarque que Z(G) est toujours un sous-groupe distingué de G.

Proposition 2.1.4. Le centre de GL4(K) est formé des matrices scalaires :
Z(GLy(K)) = {Al; | N € K*}.

Exercice 2.1.5. Prouver ce résultat. Quel est le centre de SLy(K) ?

Définition 2.1.6. Le groupe projectif linéaire est le groupe quotient PGL4(K) = GL4(K)/Z(GL4(K)).
Le groupe projectif spécial linéaire est le groupe quotient PSLy(K) = SL4(K)/Z(SLy(K)).



Exercice 2.1.7. Montrer que PGL4(C) et PSL;(C) sont isomorphes. Attention ce n’est pas
vrai pour un corps quelconque K.

Exercice 2.1.8. Montrer que GL,,(K) est isomorphe & un produit semi-direct de SL,,(K) avec
K*. Trouver des conditions suffisantes pour que ce produit soit direct.

Exercice 2.1.9. Soit F), un corps fini (p nombre premier).
1. Quel est I'ordre de GL,,(F))?
2. Quel est 'ordre de SL,(F,)?
3. Quel est 'ordre de PGLy,(Fp) ?
4. Quel est 'ordre de PSLy,(Fp) ?
5. En déduire que PGL,,(K) et PSL,(K) ne sont pas isormorphes en général.

2.2 Notion de groupe topologique

Définition 2.2.1. Un groupe topologique est un groupe G dont ’ensemble sous-jacent est muni
d’une topologie telle que :

1. Le produit de groupe G x G — G, (g, h) — gh est une application continue, et

1

2. linverse G — G, g — g~ est une application continue.

Exemple 2.2.2. Le groupe additif (C, +) est un groupe topologique pour la topologie usuelle
de bbC'.

Le groupe multiplicatif (C*, x) est un groupe topologique pour la topologie induite de
bbC* C C.

On remarque que GL;(C) = C*. Plus généralement, on va montrer que GL,(C) est un
groupe topologique.

Théoréme 2.2.3. Le groupe GL,(C), muni de la topologie induite de GL,,(C) C M, (C), est
un groupe topologique.

Remarque 2.2.4. Le déterminant est une application continue de M,,(C) dans C. En effet,
d’aprés I'expression rappelée plus tot dans ce cours :

n

det(A) = Z €(U)Haa(i),i7

oeB, =1
c’est un polyndéme en les coefficients de la matrice.

Comme premiére conséquence de cette remarque, on note que GL,,(C) = det™(C*) est un
ouvert de M,,(C). On va aussi utiliser la remarque pour prouver que l'inverse de matrice est
une application continue.

La topologie induite par GL,(C) C M, (C) fournit bien une topologie sur ’ensemble sous-
jacent au groupe. Pour montrer que c’est un groupe topologique, il faut vérifier que le produit
et l'inverse sont des applications continues.

La loi de groupe sur GL,,(C) est la restriction du produit de matrices M, (C) x M, (C) —
M,,(C) défini en terme des coefficients par :

r=1"

((aij)i<ig<n, (bri)i<ki<n) = (Z ap,rbr,q)
1<p,g<n



C’est une application polynomiale (chaque application composante est un polynoéme), donc
c’est une application continue. Sa restriction & GL,(C) x GL,,(C) muni de la topologie induite
est donc continue.

Pour l'inverse, on peut utiliser I'expression de 'inverse d’une matrice (inversible) a l'aide
de la comatrice : si A € GL,,(C), alors

1
~ det(A)

Al com(A)T
ot (—1)"(com(A)); ; est le déterminant de la matrice carrée obtenue en supprimant la iéme
ligne et la jéme colonne de A (on appelle les matrices ainsi obtenues des mineurs de A). Le
déterminant et les applications A — (com(A));; sont continues, donc I'application A — A~1
'est aussi 1a ot det ne s’annule pas, c¢’est-a-dire sur GL,(C).

On a ainsi bioen démontré que GL,(C) est un groupe topologique.

Corollaire 2.2.5. Les groupes GL,(R), SL,(C), SL,(R), sont des groupes topologiques pour
la topologie induite (par leur inclusion dans GLy(C)).

2.3 Action de GL(V) x GL(W) sur L(V,W)

2.3.1 Description de P’action et matrices équivalentes

Soit V' un K-espace vectoriel de dimension n, et W un K-espace vectoriel de dimension m.
On note L(V, W) le K-espace vectoriel formé par les applications linéaires de V' dans W.
Il y a une action naturelle du groupe produit GL(V') x GL(W) sur L(V, W) définie par

V(g,h) € GL(V) x GL(W),Vf € L(V,W), (g,h)-f=hofog?

(vérifier que ¢a défini bien une action).

Choisissons une base de V' et une base de W. Ces choix fournissent un isomorphisme entre
L(W,W) et My, xn(K), entre GL(V) et GL,,(K) et entre GL(W) et GL,,(K). Sous ces isomor-
phismes, laction décrite ci-dessus se traduit en l'action de GL,(K) x GL,,(K) sur M, xn(K)
définie par (A, B) - M = BM A~! et appelée action par équivalences.

Définition 2.3.1. Deux matrices M et N dans M,,x,(K) sont équivalentes s'il existe A €
GL,(K) et B € GL,,,(K) telles que N = BM A~

Autrement dit, deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles sont dans la méme
orbite pour 'action ci-dessus.

Remarque 2.3.2. Deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles représentent la méme
application K" — K", écrite dans des choix de bases différentes au départ et /ou a larrivée.

2.3.2 Description des orbites

On rappelle que, si M € M, xn(K), le rang de M, noté rg(M), est la dimension de I'image
de M vu comme sous-espace vectoriel de K".

Proposition 2.3.3. Soient M et N deux matrices équivalentes, alors rg(M) = rg(N).

Démonstration. Ecrivons N = BMA™! avec A € GL,,(K) et B € GL,,(K). De maniére équi-
valente, NA = BM. Comme A définit un isomorphisme de K" dans K", on a A(K") = K", et
donc NA(K"™) = N(K"), d’ou rg(NN) = rg(NA).



Par le théoréme du rang, rg(NA) = n — dimker(NA) = n — dimker(BM).

Comme B est un isomorphisme, Bx = 0 si et seulement si x = 0. On en déduit que
ker(BM) = ker(M).

Donc rg(N) = n — dimker(M). Par le théoréme du rang a nouveau, c’est égal au rang de
M. O

En fait, une orbite est complétement déterminée par le rang de ses éléments.

Théoréme 2.3.4. Il y a exactement min(m,n)+ 1 orbites pour l'action de GL, (K) x GL,,(K)
par équivalences, et les orbites sont les matrices de rang fixé égal a r, pour r compris entre 0
et min(m,n).

2.3.3 Une maniére de prouver le théoréme : le pivot de Gauss

Notations : on note Ej; € M,;,x, la matrice dont les coefficients sont dj;0;;, c’est-a-dire
que des zéros partout sauf a 'intersection de la iéme ligne et de la jéme colonne.

On pose I, = >"" | Ej; € Mpxn.

Le pivot de Gauss permet, par des opérations sur les lignes et sur les colonnes, de transformer
une matrice A quelconque de M,,,x,, en une matrice de la forme I, pour un r compris entre 0
et min(m,n). Plus précisément, r = rg(A). Voici I’algorithme.

Etape 0 : (cas d’arrét) si A = 0,,,xy, alors on s’arréte.

Etape 1 : si a1,1 = 0, on échange des lignes et des colonnes pour avoir a1 # 0.

Etape 2 : si a1,1 # 1, on multiplie la premiére ligne par al_& pour avoir aj,; = 1.

Etape 3 : par une suite de transvections sur les lignes et les colonnes (L; remplacée par
L;—a; 1Ly, Cj remplacée par C; —ay jC1), on s’assure que a;,; = 0 pour j # 1 et a;; = 0 pour
i 1.

Etape 4 : la matrice A est maintenant diagonale par blocs de forme A = diag(1, A’) avec
A" € M(y—1)x (n—1)(K). On reprends a I'étape 0 avec A" & la place de A.

Le processus s’arréte aprés au plus min(m, n) répétitions.

Le lien avec l'action de GL,(K) x GL,,(K) est obtenu de la maniére suivante.

Définition 2.3.5. 1. Soit 0 € &, une permutation. La matrice de permutation associée a

o est la matrice
n

P, = ZEa(i),i € M, (K).
i—1

2. Soit A e K* et i € {1,2,...,n}. La matrice de dilatation associée & \ et i est la matrice
Di\) =1, + (A — l)Em‘ € M, (K).

3. Soit A € K* et i # j dans {1,2,...,n}. La matrice de transvection associée a \, i et j
est la matrice

Tij(A) = In + AEi ;.
Exercice 2.3.6. Faire des schémas pour représenter ces matrices.
On appelle génériquement ces matrices des matrices d’opérations élémentaires.

Proposition 2.3.7. La multiplication d’une matrice A € My, xn(K) par une matrice m x m de
transposition, de dilatation, de transvection, & gauche réalise [’opération correspondante sur les
lignes de la matrice A. La multiplication d’une matrice A € My, (K) par une matrice n x n
de transposition, de dilatation, de transvection, & droite réalise l'opération correspondante sur
les colonnes de la matrice A.



Démonstration. En exercice. Ecrire précisément a quelle opérations correspond la multiplication
par P,, par D;(\), par T; j(\) a gauche, puis & droite. O

Proposition 2.3.8. Les matrices de permutations, de dilatations et de transvections sont in-
versibles.

Démonstration. En exercice. Déterminer explicitement leurs inverses et montrer que cela reste
des matrices d’opérations élémentaires. ]

Fin de la preuve du Théoréme. L’algorithme du pivot de Gauss se traduit, d’aprés les proposi-
tions ci-dessus, en l'existence, pour toute matrice M € My, x5, (K), d’'une matrice A € GL,,(K)
(produit d’inverse de matrices d’opérations élémentaires), et d’une matrice B € GL,,(K) (pro-
duit de matrices d’opérations élémentaires) telles que

BMA™ ' =1,.

De plus, comme on 'a déja remarqué, r = rg(M).
Toutes les possibilités de rang sont réalisées par les matrices I, pour 0 < r < min(m,n), et
I. n’est pas équivalente a I; pour r # s puisque leur rangs sont différents. O

2.3.4 Aspects topologiques de ’action par équivalences

On se place dans le cas K = C.
Théoréme 2.3.9. La partie GL,(C) C M,,(C) est une partie dense.

Démonstration. Le principe est de construire, pour M € M, (C) quelconque, une suite (Mjy)
de matrices inversibles qui converge vers M. Il y a de nombreuses preuves différentes. En voici
une utilisant 'action par équivalences. Soit r le rang de M. Alors il existe A et B dans GL,,(C)
telles que M = BI,A™!. On considére la suite (My)>1 d’élément général

M, = Bdiag(1,1,...,1,1/k,1/k,...,1/E)A™!

ot les 1 sont répéteés r fois, et les 1/k sont répétés n—r fois. La matrice diagonale diag(1,...,1,1/k,...,1/k)
est inversible, donc My, aussi. La suite diag(1,...,1,1/k,...,1/k) converge vers I,. Le produit
de matrice étant continu, (M) converge vers BI, A~ = M. O

Exercice 2.3.10. Déterminer ’adhérence de I'ensemble des matrices de rang r dans M, x,, (C),
ot 0 <r < min(m,n).

2.4 Action de GL(V) sur L(V,V) par conjugaisons

2.4.1 Desciption de ’action et terminologie

On rappelle que L(V, V') est I'espace vectoriel des applications linéaires du K-espace vectoriel
V dans lui-méme.
Le groupe GL(V) agit sur L(V, V) par

Vg€ GL(V),Vfe L(V,V), g-f=gofog™ "

Par le choix d’une base pour se ramener & des matrices, il suffit de considérer ’action correspon-
dante de GL, (K) sur M, (K) donnée par A- M = AMA~! pour A € GL,(K) et M € M, (K).



Définition 2.4.1. Deux matrices M et N dans M, (K) sont semblables si elles sont dans
la méme orbite pour 'action ci-dessus, appelée action par similitudes. On appelle classes de
stmalitudes les orbites pour cette action.

Remarque 2.4.2. Cette action par similitude (on dit aussi par conjugaison) peut se retrouver
en considérant la restriction de l'action par équivalences de GL,(K) x GL,,(K) sur M,,(K) au
sous-groupe diagonal diag(GL,(K)) = {(4,4) € GL,(K) x GL,(K) | A € GL,(K)}, qui est
bien str isomorphe a GL,(K). En particulier, deux matrices semblables sont équivalentes et
ont méme rang.

2.4.2 Invariants de similitude

Rappelons d’abord quelques définitions. Soit M € M, (K).

Le polynome caractéristique de M, noté xas, est le polyndéme en la variable X défini par
xm(X) =det(XI, — M).

Le polynéome minimal de M, noté Py, est le polynéme en la variable X, de degré minimal
et de coefficient directeur égal & un, tel que si on remplace X par M dans l'expression de Py,
on a Py (M) =0.

Proposition 2.4.3. Si A et B sont semblables, alors x4 = XB-
Démonstration. Ecrivons B = gAg™!, pour un g € GL,(K). On a
xB(X) =det(XI, — B)
= det (ng*1 — gAgil)
= det (g(XIn — A)g_l)

= det(g) det(X T, — A) det(g)~* car det est un morphisme
=det(X1I, — A) car K est commutatif
= xa(X),

ce qu’il fallait démontrer. O

Corollaire 2.4.4. Si A et B sont semblables, alors det(A) = det(B) et tr(A) = tr(B).

Démonstration. Le déterminant est (au signe prés), le coefficient constant du polynéme carac-
téristique. La trace est I'opposé de son coefficient sous-directeur (le coefficient de X"~ 1), [

Proposition 2.4.5. Si A et B sont semblables, alors P4 = Ppg.

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout polynéome @, Q(A) = 0 si et seulement si
Q(B) = 0. Par symétrie des roles de A et B, il suffit de montrer que pour tout polynéme @,

Q(A) =0 = Q(B) =0.

Supposons Q(A) = 0, notons Q(X) = ap + a1 X + -+ + a X", et B = gAg~" pour un
g € GL,(K). Alors

Q(B) = ag + argAg " + azgAg " gAg " + -+ ay, (9Ag™)"
zg(ao+a1A+~-+akAk)g*1

=gQ(A)g™!
-0
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Proposition 2.4.6. Si A et B sont semblables, A € K et k € N, alors
mmmeA—Ahﬁ):mmmm«A—Agﬁ)

Démonstration. Notons B = gAg~'. On a aussi (B — \I,,)* = g(A— \I,,)*¢~! par la simplifica-
tion habituelle g~'g = I,,. Alors on voit en particulier que les matrices (B — AI,,)* et (A —\I,,)*
sont équivalentes. Elles ont par conséquent méme rang. La conclusion du théoréme suit par
application du Théoréme du rang. ]

2.4.3 Description des classes de similitude pour K =C

On va utilise, sans le redémontrer, un résultat vu I’an dernier : la réduction de Jordan.

Définition 2.4.7. Un bloc de Jordan de taille k € N* et de valeur propre A € C est la matrice

A1 0 - 0
0A1 - 0 1

Jea=|0 0 A o 0 = AL+ B € Mi(K)
O i=1
000 - A

Théoréme 2.4.8 (Réduction de Jordan complexe). Toute matrice A € M,,(C) est semblable
dans M,,(C) & une matrice B diagonale par blocs, dont les blocs sont des blocs de Jordan. De
plus, la matrice B de cette forme est unique a permutation des blocs diagonauxr prés, et on
Uappelle la forme de Jordan de A.

Corollaire 2.4.9. Une classe de similitude est déterminée par la forme de Jordan de ses élé-
ments.

Remarquons par ailleurs qu’on peut encoder la forme de Jordan par la donnée d’une parti-
tion de 'ensemble {1,2,...,n} et d’'un nombre complexe pour chaque part de la partition.

2.4.4 Description des classes de similitudes pour K = R

Définition 2.4.10. Etant donné un angle @ € [0, 27[, on note

me= (32 2

la matrice de rotation associée.
Si on se donne de plus un entier £ € N* et un réel non-nul A € R*, on note Kj, ) ¢ la matrice
définie par blocs par

ARy I 0o .-+ 09
0 ARy Iy --- 09
Kipo=1] . o | € Mogp(R).
09 O 02 -+ ARy

Théoréme 2.4.11 (Réduction de Jordan réelle). Toute matrice A € M, (R) est semblable dans
M, (R) a une matrice B diagonale par blocs, dont chaque bloc est soit de la forme Ky, g pour
ke N, Ae R, 6 €]0,n], soit de la forme Jy x pour k € N* et A € R. On appelle B la forme
de Jordan réelle de A, et elle est unique G permutation des blocs diagonauz pres.

Exercice 2.4.12. La matrice Ry est sa propre forme de Jordan réelle. Quelle est sa forme de
Jordan complexe ?

11
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