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Calcul différentiel et équations différentielles
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documents et calculatrices interdits

Exercice 1. Soit I un ouvert de R. Soit U un ouvert de R™. Soit f : [ x U — R"
une fonction continue et localement lipschitzienne en espace. Soit A : I — M, (R) une
fonction continue.

1. Donner la définition d’une solution & I’équation différentielle ' = f(¢,y).

2. Donner la définition d’une solution maximale & I’équation différentielle v/ = f(¢,y).

3. Que peut-on dire sur I'espace des solutions globales de 1’équation différentielle
linéaire homogene y' = A(t)y?

4. Rappeler la formule de Duhamel pour une équation différentielle linéaire a coeffi-
cients constants.

5. Montrer que, si I =R, U = R", et si f est bornée, alors toute solution maximale
ay = f(t,y) est globale. On pourra utiliser cette propriété dans les exercices
sutvants.

Exercice 2. Soit zg € R. On considere le probleme de Cauchy

' = (22 -3z + 2)6_(1+x2)
z(0) = xo

Justifier qu’il existe une unique solution globale x : R — R.
Trouver les valeurs de xy pour lesquelles x est constante.

Montrer soigneusement que, si 1 < zg < 2, alors lim z(¢) = 1.
t—4o00
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Donner, pour toute valeur de zg, la limite tlim z(t) (on ne justifiera que tres
—+00
rapidement en comparant avec la question précédente, et on pourra faire un dessin).

5. Soit ¢ty € R. Déterminer, en fonction de la fonction x considérée dans les questions
précédentes, la solution globale y au probleme de Cauchy

Y = (y? — 3y +2)e” 1)
y(to) = zo

Exercice 3. On considere une application f : R4 — R? de classe C, et on suppose qu'il
existe une constante C' > 0 telle que, pour tout (z,y) € R? x R?,

1/ (y) = f@)l = Clly — |-

On veut montrer que f est un difféomorphisme global de R¢ sur lui- méme.



Montrer que f est injective.
Rappeler le lien entre différentielle et dérivée directionnelle.
Montrer que I'image f(R?) est ouverte dans R?.

Montrer que I'image f(R?) est fermée dans R?.
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Conclure.

Exercice 4. Pour cet exercice, on utilise les définitions suivantes.
— On appelle champ de vecteurs une application F : R” — R™ de classe C'.

— On dit qu'un champ de vecteurs est complet si toute solution maximale de I’équation
différentielle autonome y' = F(y) est globale.

— Soit z € R™, on appelle orbite de x par le champ de vecteurs 'image y(]a, ]) dans
R™ de la solution maximale y :]Ja, 5[— R™ au probleme de Cauchy
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y(0) ==z

— Soient Fj et F5 deux champs de vecteurs. On dit que F} est équivalent a Fy s’il
existe une fonction ¢ : R™ — R, & valeurs strictement positive, de classe Ot telle
que F5 = cFy. Notez que ¢a définit bien une relation d’équivalence : si Fy = cF7,
alors F1 = %Fg

Enfin, on note ||-||2 la norme euclidienne sur R™.
1. Soit F' un champ de vecteur. Montrer que la fonction ¢ : R® — R définie par
1 : 1
c¢(r) = ———— est une fonction de classe C".
(@) VIHIF(@)3
2. Montrer que tout champ de vecteurs est équivalent & un champ de vecteurs complet.

On considére maintenant deux champs de vecteurs équivalents Fy et Fy, et on sou-
haite démontrer qu’ils ont les mémes orbites. On suppose donc que Fj est équivalent a
Fy, et on note ¢ : R™ — R* une fonction de classe C! telle que Fy = cFy. Soit € R™,
et soient y1 : [1 — R"™ et yo : Is — R"™ les solutions maximales aux problemes de Cauchy

{%Zﬂ@ﬂ ot {%=E@)
y1(0) =z y2(0) = =

3. Montrer que, s'il existe t € I} avec F(yi(t)) = 0 alors y1(I1) = {z}.

4. On suppose qu’il existe une fonction h : Iy — I telle que y1 = ys2 o h et que h
est un difféomorphisme sur son image. Sous la condition Fj(x) # 0, déterminer la
dérivée de h' en fonction de y; et de la fonction c.

5. Conclure : montrer que y;(I1) = ya(l2).




