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Controle continu final

Durée : 1h30 — Documents et instruments électroniques interdits.

Soient a, b, ¢ et d quatre réels strictement positifs. On considere la fonction
H:(R.)?—>R
(x,y) = dr+by —alny —clnzx
Pour toute la suite de I’énoncé, on considére un point (zo,yo) de (R%)? tel que
Yo # 3. On note 2o = H(xo,%o).
1. Enoncer le théoreme des fonctions implicites, pour les fonctions R? — R.

2. Si on veut démontrer ce théoreme en appliquant le théoreme d’inversion
locale, a quelle fonction faut-il appliquer ce dernier ?

3. Peut-on trouver une paramétrisation locale de la ligne de niveau H*({z})
de la fonction H 7

4. Décrire la tangente en (zg,%o) de la ligne de niveau H '({z0}).

On s’intéresse maintenant & 'équation différentielle v’ = f(¢,u) sur (R*)* définie
par la fonction

iR x (RY)? — (RY)?

x x(a — by))
t, —
( (y)) (y(dﬂf —¢)
5. Rappeler la définition d’une solution mazimale, vérifier que f satisfait les

hypotheses du théoréeme de Cauchy-Lipschitz et en énoncer les conclusions.

6. Montrer que, si une solution globale u de ’équation différentielle v = f (¢, u)
vérifie u(tg) = u(t;) pour deux réels ty et t; distincts, alors elle est périodique.

Soit u : J — (R%)? une solution maximale du probleme de Cauchy

u = f(t,u)
u(0) = (20, Yo)
7. Montrer que H o u est constante sur J.

8. Montrer que la ligne de niveau H!({2}) est compacte (on pourra se rappeler
I'allure de la fonction d’une variable réelle t — t — In(¢)).

9. En déduire que J = R.
10. On suppose que u est périodique de période T'. Montrer que

1 [T a
- t)dt = -
T/o y(t) 2

(on pourra essayer de ”séparer les variables = et y”).



